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Zur mathematischen Darstellung der Richtcharakteristik einer
Punktschaliquelle

K..W. HIRSCH, E. BUCHTA, M. TRIMPOP (Institut fGr Larmschutz, Disseldorf)

1. Einleitung

Im Hinblick auf die heute breite Einsatzmoglichkeit numerischer Rechenverfahren bei der Darstellung und
Berechnung akustischer Probleme lohnt es sich, bereits bekannte, mathematische Methoden fir den “prak-
tischen Einsatz™ neu zu beleuchten. Der Einsatz modemer Datenverarbeitung hat im Zusammenhang mit
Larmprognosen dazu gefahrt, daB die einschidgige Software die Vorschriften standardisierter Berechnungs-
verfahren - beispielsweise zur Wirkung von Vielfachreflexionen und -beugungen - mit einer sehr hohen,
mathematischen Genauigkeit tbersetzt.

In den Normen und Richtlinien wird dagegen die Richtwirkung von Schallquellen - wegen der haufig
komplexen, zur Zeit der Konzeptionierung der Verfahren kaum standardisierbaren, analytischen Beschreibung
von Richtcharakteristiken - gar nicht oder nur zweitrangig, i.e. pauschal bzw. implizit, bericksichtigt. Dies gilt
far Verkehrs-, Flug- , SchieBlarm usw., lediglich bei der Bestimmung der Schalleistung wird die gerichtete,
raumliche Abstrahlung betrachtet. Fur die Schallausbreitung im Freien ist die gerichtete, raumliche Abstrah-
lung aber insbesonders fir die Bericksichtigung von Witterungseinfiissen von Bedeutung: Schrag nach
oben abgehende Schallanteile bestimmen beispielsweise bei positiven Windgradienten wegen der zur
Erdoberflache gerichteten Beugung die Beitrage in groBeren Entfernungen.

Diese im Grundsatz ungleichgewichtige Beschreibung von Effekten vergleichbaren Einflusses sollte im Lichte
modemer Datenverarbeitung dberwunden werden. Im folgenden wird deshalb eine mathematische Beschrei-
bung der gerichteten Abstrahlung einer Punktschaliquelle vorgesteilt, die unter Benutzung numerischer
Rechenverfahren auch in die Praxis Einzug finden kann.

2. Zur Beschreibung des Schallfeldes einer Punktschaliqueile
Das Schallfeld im Aufpunkt [ einer Punktschaliquelle am Ort , 148t sich durch eine aligemeine Funktion
Q(Qo. L £g) beschreiben. Darin ist Qg die Quelistarke, [ der Ortsvektor zum Aufpunkt und g, der Orntsvektor zum
Ont der Quelle. Q selbst steht hier fur eine Feld- oder EnergiegroBe des Schallfeldes. Unter der Voraussetzung
linearer Akustik 148t sich mit einem Separationsansatz fir Q die Abhangigkeit des Schalffeldes vom Abstand
d zwischen Quelle und Aufpunkt vom EinfiuB der Richtung - beschrieben durch den azimuthalen Winkel ¢ und
dem polaren Winkel 8 zwischen Quelle und Aufpunkt trennen.

Q(Qo. 1, 15) = A(Qo. 9) - R(p. 6)
A ist die Ausbreitungscharakteristik der Quelle und R die Richtcharakteristik der Quelle. Far A(Qo, d) sind in
den weitaus meisten Fallen geschiossene Ausdriicke bekannt, die das Schallfeid in Abhangigkeit vom Abstand
beschreiben kdnnen. Diese Ausdrucke werden wiederum Uber Separationsansatze gefunden, deren Teiffunk-
tionen einzeln eine physikalische Bedeutung beizumessen ist.
Far eine Punktschaliquelle in Luft kann 2.B. haufig angesetzt werden:
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Darin beschreibt Qg die Quelistarke, 4 die geometrische Dampfung, e~ die Absorption in Luft und ' einen
zusatzlichen Dampfungsterm. Die ersten drei Terme folgen aus aligemeinen theoretischen Modellen, der letzte
Term ist eher ein pragmatischer Ansatz zur Anpassung der Funktion A an besondere Gegebenheiten. Mit
dieser Darsteliung fir A 138t sich entweder bei bekannten Qp, a und ¢ das Schallfeld in einem Abstand d von
der Schaliquelle berechnen oder beim Vorliegen von MeBwerten fiir das Schallfeld der Parameter Qg und die
Koeffizienten a und ¢ durch Regression auf den Ansatz A bestimmen.

Far die Richtcharakteristik Ry, 6) wird analog zu A(Qy. d) eine geschiossene Darstellung bendtigt, mit der sich
entweder bei bekannten Koeffizienten das Schallfeld in einer Richtung (p, 6) berechnen laBt oder beim
Vorliegen von MeBwerten in verschiedenen Richtungen um die Schallquelle die Koeffizienten durch eine
Regression auf die Funktion R bestimmen lassen.

Will man der Forderung nachkommen, jede mogliche Richtcharakteristik mit Hilfe eines allgemeingattigen
Ansatzes fir R geschlossen darstellen zu kdnnen, bietet sich an, die Funktion R(p, 6) in einem volistandigen
orthogonalen Funktionensystem darzustelien. Das sachgerechte Funktionensystem fir Richtcharakteristiken
ist das System der Kreisfunktionen bzw. das System der Kugel(fiachen)funktionen.
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3. Entwickiung nach Kreisfunktionen
Die Entwicklung nach Kreisfunktionen eignet sich zur Darsteliung von Richtcharakteristiken in der Ebene (R5).
Die Richtcharakteristik in R, ist eine geschiossene Kurve, die in Parameterdarsteiung vorn azimuthalen Winkel
¢ angegeben ist. Die Eigenfunktionen Yy’ des Kreisfunktionen-Systems sind die SINUS-(m=0) und COSINUS-
Funktionen (m=1) des ganzzahligen Vielfachen des Winkeis p.

Y3 = Alsinky und Yy = A} cos ky
Zu den Eigentunktionen gehdren Koeffizienten AY, die die Gewichtung der Eigenfunktion k bestimmen. Die
COSINUS- und SINUS-Funktion mit gleichem k werden als Funktionen der k-ten Ordnung zusammengefast.
Die Eigenfunktion Y; nennt man die Eigenfunktion der -ten Ordnung der Kreisfunktionen.

Yic = Af sin kp + A cos ke

Jede Richtcharakteristik R(p) kann als eine durch die Koeffizienten gewichtete Summe der Eigenfunktionen
aller Ordnungen dargesteliit werden. Alle Eigenschaften der Richtcharakteristik R(p) werden in die Koeffizienten

A} abgebildet. Die Gesamtheit dieser Koeffizienten wird
hier als Spektrum S(p) definiert. Die Darsteliung von
R(p) durch das Spektrum S(p) ist eineindeutig. Das
Spektrum ist diskret, d.h. es hangt ab von der Ordnung
k und von m als Index fir den Typ der Funktion.

S(m, k) =
Im Falle des Systems der Kreisfunktionen gilt
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Teilspektren S(k, 0) und S(k, 1) vor. In Vorberetungauf = . { g
die Behandiung der Entwicklung nach Kugelfiachen- - :
funktionen, bei denen m nicht mehr beschrankt ist, sQll  « «
bereits hier eine aligemeinere Darstellung eines aweidi- . _ | ,
mensionalen Spektrums S(k, m) eingefihrt werden. R f
Dazu wird das zweidimensionale Spektrum S(k, m) ° s -
durch eine Parameterdarstellung in ein eindimensiona- IS 1
les Spektrum Gberfahrt. s
S(n) =Skm) mit n=2k+m ‘o

Der Parameter n kann als Index fir die Eigenfunktionen
des Systems interpretiert werden. Abb. 1 zeigt als Bei-
spiel die Entwicklung eines Quadrates bis zu den Kreis-
funktionen 5.0rdnung.
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Abb. 1 Annaherung der Darstefiung eines Quadra-
tes durch eine Entwicklung nach Kreisfunk-
tionen bis zur 5.0rdnung

4. Entwickiung nach Kugeifiichenfunktionen
Die Emwicklung nach Kugetfiachenfunktionen (KFF) eignet sich zur Darstellung von Richtcharakteristiken im
dreidimensionalen Raum (). Die Richtcharakteristik in R; ist eine geschiossene Flache, die in der Parame-
terdarstellung vom azimuthalen Winkel ¢ und vom polaren Winkel 8 angegeben ist. Die Eigenfunktionen Y
des KFF-Systems sind die mit SINUS- bzw. COSINUS-Funktionen des Winkels ¢ gewichteten zugeordneten
LEGENDRE-Polynome P}’ (siehe /1/) des Arguments cos 6. Zu den Eigenfunktionen gehoren Koeffizienten
A7, die die Gewichtung der Eigenfunktion Yy bestimmen.

PR (cos@)cosmy
P17} cos 6) sin|m|yp

firm=0,1,2,...k

YE©.9) = AL - farm =1, 2, .

Die Anzahl der Unterordnungen m je Ordnung k ist far KFF nicht konstant; m wachst mit der Ordnung. Der

zweidimensionale Parameterraum wird mit Hilfe der Parameterdarsteliung n = 2 + k — m in den eindimen-
sionalen Index n der Eigenfunktionen Gberfahrt. Zur Veranschaulichung zeigt Abb. 2 die Flachen der ersten 9
Eigenfunktionen. In dieser polaren Darstellung 1a8t sich (s/w) das Vorzeichen in den einzeinen Bereichen nicht
codieren. Deshalb wird das Vorzeichen in den einzeinen Bereichen durch ein “ +” bzw. “-" notiert. Die folgende
Tabelle enthatt die analytischen Ausdrucke dieser Funktionen (ohne ihre Gewichtungskoeffizienten):
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m| O.Ordnung 1. Ordnung 2. Ordnung

2 Yy = Y33 (0.9) = 3[1 - cos’ 0] sin(2¢)

-1 Y, =Yi1(6.9) = [1 - cos’6]*sing [¥5=Y7}(6,p) =3c0s0[1 — cos’6] sing
0lYo=Yo(B.9) =1|Yp =¥, (6.p) = oS8 Yo =Y:2(6.p) = Y2 [3c0s’8 - 1]

1 Ys= Y11 @6.9) = [1 — cos’6]* cos g |¥; = Y13 (6. p) = 3cosd [1 — cos”4]* cos g
2 Ye = Yi3(0.9) = 3[1 — cos” 6] cos(2y)

Abb. 2 Darstellung des Betrages der nullten bis zur achten Eigenfunktion des Systems der Kugeifidchen-
funktionen. (das Vorzeichen in den einzeinen Bereichen ist durch ein “+” bzw. *-* angedeutet)

Die Eigentunktionen mi gleichem k werden als Funktionen der k-ten Ordnung zusammengefaBt.

k
Yi0.p) =3 ATYF (0.9) mit m=0,£1, 22, ..,k
m=—k
Jede Richtcharakteristik R(6, p) kann als eine durch die Koeffizienten gewichtete Summe der Eigenfunktionen
aller Ordnungen dargestellt werden.

o k ®
R, v) =k)=:o mg; :\2’ YK 6.9 ="§°An Y, 6. 9)

Alle Eigenschaften der Richtcharakteristik R(6, ) werden in die Koeffizienten A,, abgebildet. Die Gesamtheit
dieser Koeffizienten wird auch hier als Spektrum S8, ) definiert. Die Darstellung von R(6, y) durch das
Spektrum S(8, ¢) ist eineindeutig. Das Spektrum ist mit dem Index n diskret.

S(n) = A,

5. Entwicklung bel abgetasteten Richtcharakteristiken
In der Regel liegt eine Richtcharakteristik nicht als kontinuierliche Funktion vor; beispielsweise durch Messung
werden lediglich n Abtastwerte R; an den Stutzstellen 6;, p; bestimmt.

R- Ri(pi) inRy baw. R-» Ri(6.p) inRy i=0, 1,2,...n
Bei der Entwicklung soicher Richtcharakteristiken erhak man ein Gleichungssystem mit n Bestimmungsglei-
chungen far n Koeffizienten. Eine endliche Anzahl von Stutzstellen falwt daher zu einem endiichen Spektrum;
die Zahl der Koeffizienten des Spektrums ist gleich der Zahi der Stitzstellen.

5.1 Wahl der Stitzstellenanzahl

Das Spektrum abgetasteter Richtcharakteristiken bieibt allerdings ohne Einschrankung der Aligemeinheit
nicht eineindeutig. Entspricht die Anzahl der Stitzstellen nicht der Anzahl der einer abgeschlossenen
Ordnung, lassen sich die beteiligten Unterordnungen willklrlich wahlen. Die Entwicklung bileitt eindeutig im
Hinblick auf die Reproduktion der Stitzstellen aus einem Spektrum. Aus den gegebenen Stitzstellen lassen
sich aber je nach Beteiligung der Unterordnungen verschiedene Spektren angeben. Die Eineindeutigkeit, d.h.
eine geschlossene Ordnung liegt vor, im R, wenn eine gerade Anzahl von Stiitzstellen vorliegt und im R,,
wenn 1, 4, 9, 16, 25 ... (Quadratzahlen) Statzstellen vorliegen.
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5.2 Wahl der Stitzstellenlage
me.mumummmmﬂ&mmzummmm
Winkelbereiche reprasentieren. Im R, ist der Vollkreis, im R3 der Raumwinkel in n gleiche Kreis- bzw.
Wemmmmmmmzurmmowmmgw
Aligemeinheit [aBt sich der Punkt 6 = po = 0 stets mit einschiieBen, die Verteilung ist nicht eindeutig, sie 128t
sich um die Achse 8 = 0, ¢ = 0 um beliebige Winkel drehen.

5.3 Ableitung einer MeBvorschrift

Aus der Wahl der Anzahl der Stitzstellen und der Wahi der Verteilung ergibt sich fir dreidimensionale
Richtcharakteristiken eine allgemeine MeBvorschrift: Es sollte stets mit einer Anzahl von Stiitzstellen gearbeitet
werden, die eine Quadratzahl ist. Die Statzstellen sollten (missen aber nicht) gleichmasig auf der Kugelflache
verteilt werden. In der Regel konnen Symmetrieeigenschaften der Quelle ausgenutzt werden, um die effektiv
bei der Entwicklung zur Verfilgung stehende Anzahl der Stitzstellen zu vergroBem.

6. Bemerkungen zu den Vorteilen dieser Darstellung von Richtcharakteristiken
wwwomwmwwmgwmuwmwmewm
[Ys v/ao=0 foralieiundj <> 0

T o1 31 21 31 a5 6 7] s | DarseineKonstanteistund der
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Tab. 1 Definition der zur Richtcharakteristik in Abb. 3 vorgegebenen ren Ordnungen zur Leistung,; Agist
Eingabedaten also ein MaB fir die Leistung. Die
Entwicklung nach Kugeifiachen-
n ] o] 1] 2]3[a] s [ 6] 7 | 8 | rfunkionenistalsoeineMethode,
| - : 2 die sofort die Quelleistung be-
r stimmt.
m i 0 et 2110 1 2 | Die spektrale Darstellung einer
An |7641| 2,22 12464 126,07 | 008] 025|-7,06 }11.43 | 6,06 | Richtcharakteristik IaBt sich zum
Tab. 2 :crlr\:ickhmgskool:tziekr;:n der Kugelfiachenfunktionen zu der m’m"nm ex:;;
ichtcharakteristik in . 3 Abb. 3 zeigt eine beliebi

geberle.aﬁdelﬂasisfgn.gascm-
stellen definierte Richtcharakteri-
stik. Tab. 1 definiert die zu dieser
Richtcharakteristik vorgegebenen
Eingabedaten. Tab. 2 enthalt die
Entwickiungskoeffizienten der Ku-
gelflachenfunktionen.

Das Spektrum einer Richtcharak-
teristik kann in numerischen Be-
rechnungsverfahren des Larm-
schutzes dazu benutzt werden,
Richtcharakteristiken von Punkt-
schaliquellen zu verwalten und
Richtungskorrekturen lageabhan-
gig zu berechnen.
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