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Zur mathematischen Darstellung der Richtcharakteristik einer 
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K.-W. HIRSCH. E. BUCHTA, M. TRIMPOP (Institut für Lärmschutz, Düsseldorf) 

1. Einleitung 
Im Hinbfick auf die heute breite Einsatzm@liikeit numerischer Rechenverfahren bei der Darstellung und 
Berechnung akust&&er Probleme lohnt es sich, bereits bekannte, mathematische Methoden für den ‘prak- 
tischenEinsatz’neutubeieuchten.DecEinsatzmodemerDatenverarbeitungharmZusammenhangmit 
Litrmpqmosen dazu geführt, dat3 die einsch&&e m die Vorschriften standardiier Berechnungs- 
verfahren - b&pi&weise zur Wirkung von ViieMionen und beugurigen - mit einer sehr hohen, 
mat- Genauigkeit überseM. 

In den Nonnen und Richtlinien wird dagegen die Richh&kung von Schallquelk?n - wegen der h&fig 
komplexen, zur Zeit der Konzeptioniirung der Verfahren kaum standardiien. anafytii Beschreibung 
von Richtcharakteristiken - gar nicht oder nur zweitrangig, i.e. pauschal bzw. impliiit, berücksichtii Dii gilt 
für Verkehrs-, Flug- , Schii%rn usw. lediglich bei der Bestimmung der Schalleistung wird dii geri&tete, 
raumliehe Abstrahlung betrachtet. Für die Schallausbreitung im Freien ist dii gerichtete, r&mlii Abstrah- 
lung aber ins besonders für dii Berücksichtigung von Witt&ungseinffüssen von Bedeutung: Schw nach 
oben abgehende Schallanteile bestimmen beispielsweise bei positiien Windgradiien wegen der zur 
Erdoberflache gerichteten Beugung die Beilrage in großeren Entfernungen. 

Diese im Grundsatz ungleichgewichtige Beschreibung von Effekten vergleichbaren Einflusses solfte im Lichte 
moderner Datenverarbekung überwunden werden. Im folgenden wtrd deahafb eine -kcheBeschrei- 
bung der gerichteten Abstrahlung einer PunktschallqueUe vorgesteltt. die unter Benutzung nume&cher 
Rechenverfahren auch in die Praxis Einzug finden kann. 

2 Zur Beschreibung der Schallfeldes einer Punktschallquelle 
Das Schalffeld im Aufpunkt [ einer Punktschallquelle am Ort c, m sich durch eine allgemeine Funktion 
Q(Qo. L rS, beschreiben. Darin ist Cr, dii Quellstarke, L der Ortsvektor zum Aufpunkt und 4 der Ortsvektor zum 
Ort der Quelle. 0 selbst steht hier für eine Feld- oder EnergiegroBe des Schallfeldes. Unter der Voraussetzung 
linearer Akustik @Bt sich mit einem Separat- für Q die Abhangigkeit des Schallfeldes vom Abstand 
d zwischen Quelle und Aufpunkt vom Einfluß der Riihtung - beschrieben durch den azimuthalen Winkel ~p und 
dem polaren Winkel 8 zwischen Quelle und Aufpunkt trennen. 

A ist die Ausbreitungscharakteristik der Quelle und R dii Richtcharakteristik der Quelle. Für A(Qo d) sind in 
den weitaus meisten Fallen geschlossene Ausdrucke bekannt, dii das Scf%Meld in Abh%tggkeit vom Abstand 
beschreiben k6nnen. Diese Ausdrucke werden wiederum über Separme gefunden, deren Teilfunk- 
tionen einzeln eine physikalische Bedeutung beiiumessen ist. 

Für eine Punktschallquelle in Luft kann z.B. haufig angesetzt werden: 

A(Q&f) = Cl,, . -$ . emed . f 

Darin beschreibt Qc dii Quellstarke, ‘1’ dii geometrische D&npfung, emBd dii Abso@i in Luft und ‘M einen 
zusiltzliihen Darr~pfungsterm. Die ersten drei Tm folgen aus al@emeinen theoreti%hen Modellen, der letzte 
TermistehereinpcagmatischerAnsatzzwAnpassungderFunktionAanbesocldereGegebenheiten-Mit 
dieserDarstellungMrA~sichenhrvederbeibekanrffenQo,aundEdasSdrdneldineinemAbstandd~ 
der Schallquelle berechnen oder beim Vorfii von MeBwerten für das SchaMefd der Parameter Qc und die 
Koeffüiien a und e durch Regression auf den Ansatz A bestimmen. 

Für die Ftiihtcharakteristik R(p. e) wird analog zu A(Qo d) eine geschlossene Darstellung benötigt. mit der sich 
entweder bei bekannten Koeffttienten das Schallfeld in einer Richtung b,e) berechnen M3t oder beim 
Vorliegen von MeBwerten in verschienen Richtungen um dii Schallquelle die Koeffiziinten durch eine 
Regression auf dii Funktion R bestimmen lassen. 

Will man der Forderung nachkommen, jede m6gliche Riihtcharakteristik mit Hilfe eines allgemeingültigen 
Ansatzes Fair R geschlossen darstellen zu korInert, bietet sich an, dii Funktii R(p, 0) in einem voflst&tdii 
orthogonalen Funktiinsystem darzustellen. Das sachgerechte Funktiistem für Richtcharakteristiken 
-&t das System der Kreisfunktii bzw. das System der Kugel(flachen)funktii. 
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3. Entwkklung nach Krcfsfunktionen 
DieEntmdtkurgnachKreisfunktionen~sichturDarsteñngvwrRichtchard<teristikeninEEbenee93. 
DiiRicharakteristik in 9f2isteinegeschlosseneKurve, dieinParameterdarstellungvom~W~el 

p angegeben ist. Die Eiinktii c des KreshrnktionenSystems sind die SINUS-(m=Ct) und COSINUS- 
FuMionen(m=l)des~V&achendesWlclkelsp. 

e=4sinkp und Y; =A&oskp 

ZudenEigerdunktioclengehören~ienten~,diedieGewidnwrgderEigenhrnktioclkbestmmen . 

upammengrda& COSINUS- und SINUS-Funktion mk gleichem k werden ds Fur&&xmn der k-ten Ordnung t 
DieEiiiY, nenntmandiiEiinktionderl-tenordnungderKreisfunktionen. 

Y,=~sinkp+~ccskp 
Jede Richtcharakteristik R(p) kann als eine durch die Icoemzienten gewichtete Summe der Eii 
aller Ordnungen dargestellt werden. Affe Egenschaften der Richtcharakteristik R&) werden in die-en 

A~abgebildetDieGasamtheitdiiKoemzieflwVd 
hier als Spektrum S(p) definiert. Dii Darstellung WXI 
R~)durchdasSpektrumS~)istei&MeuhiDas 
Spektrumistdiskret,d.h.esh&gtabvonderOrdnung 
kundvonmdsIndexfürdenTypderFunktff. 

S(m, k) = Ar 

Im Falle des Systems der Kreisfunktionen gilt 
Osksm undO~m~1.Esliialsodiebeiden 
Teilspektren S(k, 0) und S(k. 1) vor. In Vorbereitung auf 
dii BehaMlung der Entwicklung nach K~P&&M~ 
funktii, bei denen m nicht mehr beschrankt ist, soff 
bereits hiar eine allgemeinere Darstellung eines zweidi- 
membnah Spektrums S(k. m) ekgefühn werden. 
Dazu wfrd das meidimensioclale Spektrum S(k. m) 
durch eine Parameterdarstellung in ein eindimenskx& 
kSSp&tNfVlüberfuM. 
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S(n)=S(k,m) mit n=2k+m 6 / 
:. .’ : iJ2 ?6 *cr 32 0 02 04 06 oa I 12 14 

Der Parameter n kann als Index für dii Eiinktii 
des Systems interpretiert werden. Abb. 1 zeigt als Bei- 

Abb. 1 AnMhen~ngderDarstellungeinesQuada 

spiel dii Entwicklung eines Quadrates bis zu den Kreis- tesdurcheineEntwicklungnachKreisfunk- 

funktii S.Ordnung. tionen bis zur s.ordnlmg 

4. Entwkklung nach KugefMdehnB 

Dii Entwicklurq nach Klqmmemnktii(KFF)eignatsichzurDarsteaungvonRichtcharakteristlcen 
dreidimensionalen Raum (%3). Die Richarakterfstii in !Rs fst eine gaschkssene Flache.dfeindar- 

terdarstellung vom azimuthalen Winkel (p und vom pofaren Wnkel8 angegeben Lst.DiiEiii~ 
des KFFSystems sind dii mit SINUS- bzw COSINUS-Funkt&en des Wirrkeks p gewichteten z-en 

LEGENDRE-Polynome fl (siehe /l/) des Arguments cos& Zu den EQenfunktionen geh&en -en 

AF, die dii Gewichtung der Eigenfunktii c bestimmen. 

%?(&p> =Ak. 
P 7 (cose)cosmp fürm = 0. 1.2, . . . . k 

fürm = -1, -2, . . . . -k 

Die Anzahl der Unterordnungen m je Ordnung k ist für KFF nicM konstant; m wachst mk der Ordnung. Der 

zweidimen&nale Parameterraum wird mit Hilfe der Parameterdarstellung n = ka + k - m h den ebdhen- 
sionalen Index n der Eigenfunktionen überführt. Zur Veranschauliing zeigt Abb. 2 dii Fl&hen der ersten 9 
Eigenfunktiinen. In dir polaren Darstellung IaM sich (s/w) das Vorzeichen in den einzelnen Bereichen nicht 
Codieren. Deshalb wird das VorzeIchen In den einzelnen Bereichen durch ein * +’ bzw. “-” natiert. Dii folgende 
Tabelle enthaft die anatytrschen Ausdrucke dieser Funkhonen (ohne ihre Gewichtungskoeffüiien): 



m 0. Ordnung 1. Ordnung z*dnung 
-2 r,=rJz,(e,p)=3[1 -cas2ep3in(29) 

-1 y, =V&j,p)=[l -Cos2epainp r,4(e,p)=3lms8(1 -cos*epinp 

0 r,=&e,p)=i r2=v+:(e,p)=c0se v,=v+O,(e.p)=M[3oos*e-l] 

t1 v,=v~~(e,Ip)=(i-006*8]~cosp Y7 =r~~(e,p)=3cos8(i -OOS*~]“COS~ 

t2 v,=v$e,p)=3[1 -COS*~ ~0q2p) 
l 

Die Eigenhrnktionen mit gkhchem k werden als Funktii der k-ten Ordnung zusamnengefa81. 

m=-k 
= 0. 21, 22, . . . . rk 

48, PI =&$ $ G Ul: (e, 99 =joh b (e, C) at s-k i 

Alle Eiien der Rihtcharakteristik Rp, p) werden in die KoeR&nten A,, abgeb&M Dii Gesamtheit 
dieser Koellizimten wird auch hier als SpekUum S@, p) definht Dii Darstelbng von R(& p) durch das 
Spektrum S(e, rp) ist eineindeutg. Das Spektrum ist mit dem Index n diskret. 

w = A, 

5. Entwkklung bei bgetasteten Rkhtchamkterktlken 
InderRegelliegteineRidftcharakteristiknicMalsk~Funktionvor;beispielsweiseduchMessung 
WC%k?tl kdiilkh n Abtastwerte Rj an den StütBte#en 0, Pi bssammt 

R + Ri (Pi) in 9t* txw. Re Ri(&pi) inW3 i=O. 1,2,....n 

Sei der Entwicklung solchec Richarakteristiken ~IMR man ein Oleichungssystem mit n M&mnmgqlei- 
chungen für n -en. Eine endliche Anzahl von StUzstelkn füM daher zu einem endkhm Spektrum; 
dieZahldecKoeffiziecltendesS~rumsistgleichderZahlderStubstelen. 

5.1 Wahl der Stützstellenanzahl 
Das Spektrum abgetasteter Riihtcharakteristiken bleibt allerdings ohne E mkung dec Allgemeinheit 
nicht eineindeutig. Entspricht die Anzahl der StMzstellen nicht der Anzahl der einer abgeschkssenen 
Ordnung, lassen sich dii beteiligten Unterordnungen willkürlii wWen. Die Entwicklung bleib eindeutig im 
Hinblick auf die Reproduktii der Stützstellen aus einem Spektnm Aus den m stülzstellerl lassen 
sich aber je nach Beteiligung der Unterordnungen verschii Spektren angeben. Dii Eineindeutgkeit, d.h. 
eine geschlossene Ordnung liegt vor, im !Rb wenn eine gerade Anzahl von Stützstellen voriii und im 83 
wenn 1,4.9.16.25 . . . (Quadratzahlen) Stützstellen vorlii. 
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5.2 Wehl der Stützstellenlags 
Es liegt nahe, im Hinbfick auf eine optirnafe Abtastung dii Stützstellen so zu wahfen, daE sie 
Winke@emiche reprasentiien. Im ZR2 ist der Voffkreis, im tR3 der Raumwinkel in n gleiche Kreis- 

u untetteilen und durch Stützstellen zu reprasentiien. Ohne Einschrankung der 
stets mit eirschiii, dii Verteilung ist nicht eindeutig, sie MBt 

sichumdiiAchse8=0,~=Oum Winkel drehen. 

5 einer MeBvomchrfft 
A l der Anzahl der Stutzstelten und der Wahl der Verteilung ergibt sich für dreidimensionate 
Rihtcharaktefistikm eine allgemeine Mef3vorschrift: Es soft@ stets mit einer Anzahl von StützsteIfe 
werden, die eine Quadratzahl ist. Die StützsteIfen sottten (müssen aber nicM) gleichmaßig auf der 
veneik werden. In der Regel kbnnen Symmetrien der Quelfe ausgenutzt werden, um di effektii 
bei der Entwicklung zur Verfugung stehende Anzahl der Stützstellen zu vergn%ern. 

6. Bemwhmgen zu den Vorteikrn dieser Darstcdlung von RichtCharaktMiaiken 
wegen der Orthogonariat der ~~~un~~ gilt für das Integraf über die gesamte 

p: Y/dQärO fikralleiundj c> 0 

Da Y,O eine Konstante ist und der 

dii 

mg i, Un- 
terordnung j reprasentiert. ver- 
schmndet der Beitrag aller hohe- 

Tab. 1 Definitii der zur Richtcharakteristik in Abb. 3 vorgegebenen ren Ordnungenzur Leitung;& ist 
Eingabedaten atso ein Maf3 fl% dii Leistung. Dii 

Entwicklung nach KugefflClchen- 
funktii ist also eine Methode, 
die sofort die Quelleistung be- 
stimmt. 

Die spektrale Darstellung einer 
Rihtcharakteristik Ia3t sich zum 

Tab. 2 Entwicklungskoeffizienten der Kuge~l~c~~un~~n zu der 
Interpolieren zwischen MeBwer- 

Richtcharakteristik in Abb. 3 
ten und zur Darstetlung einsetzen. 
Abb. 3 zeigt eine beliebig vorge- 
gebene, auf der Basis von 9 Stütz- 
stellen definierte Rihtcharakteri- 
stik Tab. 1 definiert 
Richtcharakteristik v 
Eingabedaten. Tab. 2 enthält die 
Entwicklungskoeffiienten der Ku- 
~~~~un~~n. 

Das Spektrum einer Richtcharak- 
teristik kann in numerischen Be- 
rechnungsverfahren des Larm- 
Schutzes dazu benutzt werden, 
Richtcharakteristiken von Punkt- 
schallquellen zu verwalten und 
Ri~Mu~k~~ur~ tageam 
gig zu berechnen. 

7. LIterstur 
ll i Bronstein, Semedjajew 

Abb. 3 Darstellung einer dreidimensionalen Richtcharakteristik. interpo- 
Iien atuf der Basis der Entwtcklung nach Kuge~l~che~un~ionen 

,Taschenbuch der 
Mathematik” 


