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UBERTRAGUNGSEIGENSCHAFTEN VON VERLUSTBEHAFTETEN BIEGEWELLENLEITERN
K.-W. Hirsch. J. Herbertz
Ultraschalltechnik, Universitdt -GH- Duisburg

1. Einleitung

In /1/ wird eine standardisierbare Charakterisierung aller Komponenten
akustischer Energiesysteme auf der Grundlage linearer Ubertragungsma-
trizen zwischen den beteiligten konjugierten elektrischen bzw. akusti-
schen GroBenpaaren vorgeschlagen. Um Biegewellenleiter in diese
Betrachtungen einschlieBen zu kdnnen, muB auch fir diese Komponente die
Beschreibung durch Obertragungsmatrizen eingefiihrt werden. In der Li-
teratur wird diese Methode wegen der zu erwartenden numerischen
Schwierigkeiten nur im Ansatz behandelt.

2. Differentielle Matrix

Die Biegewelle 13Rt sich als Uberlagerung einer Drehwelle mit einer
Scherwelle beschreiben. die miteinander geometrisch gekoppelt sind. Des-
halb wird die Schalliibertragung eines Biegewellenleiters durch die konju-
gierten akustischen GrodBenpaare (Quer-) Kraft und (Quer-) Schnelle,
bzw. Biegemoment und Drehgeschwindigkeit beschrieben. Die Obertragungs-
matrix ist eine Matrix des Ranges vier mit komplexwertigen Elementen.
Fir den nicht gekrimmten Biegewellenleiter mit homogenem Querschnitt
gilt die in 61. 1 vorgestellte differentielle Kettenmatrix /2/.
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Bei dieser Darstellung wird ein rechtshidndiges Koordinatensystem zu-
grunde gelegt. dessen Ursprung in der Mitte der Querschnittsfliche
liegt; die Welle breitet sich in x-Richtung aus. In G1. 1 bezeichnet K die
Kraft und V die Schnelle in y-Richtung, M das Drehmoment und g die
Winkelgeschwindigkeit um die y-Achse, 1 das Flichentrigheitsmoment der
Querschnittsfliche F um die y-Achse, pdie Dichte, E den Elastizititsmo-
dul, 6 den Schermodul und w die Kreisfrequenz.

3. Finite Matrix

Zur Vorbereitung der Produktintegration der differentiellen Matrix un-
ter allgemeinen Randbedingungen ist -es hilfreich, neben den Wellenzahlen
fir die Drehwelle kg =w'p /E und fir die Scherwelle kg = «/p/G die
aus der Eigenwertgleichung der Matrix folgenden Wellenzahlen der Biege-
welle € und n einzufiihren.
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Das Ergebnis der Produktintegration der differentiellen Kettenmatrix
fir den homogenen Biegewellenleiter mit konstantem Querschnitt ist in
Gl. 4 dargestellt. Da die inneren Verluste durch komplexe elastische Kon-
stanten ausgedriickt werden, gilt Gl. 4 fir den allgemeinen, verlustbe-
hafteten Biegewellenleiter.

4. Numerische Eigenschaften

Die numerischen Eigenschaften der (bertragungsmatrix werden vor allem
dadurch geprdgt, daB die Wellenzahlen ¢ und n komplexwertig sind; dies
gilt eingeschrdnkt auch fir den verlustlosen Wellenleiter. Die auftre-
tenden Winkelfunktionen enthalten hyperbolische Anteile. die zu erhebli-
chen numerischen Schwierigkeiten fithren, weil bei der Berechnung der
Matrixelemente Differenzen groBier Zahlen auftreten.

Die Ursache fiir das Auftreten groBer Zahlen sind die Imagindrteile der
Wellenzahlen € und n, die in allen Summanden der Matrixelemente zu einem
exponentiellen Anwachsen der Betrige mit zunehmender Ldnge des Biege-
wellenleiters fihren. Zur Abschdtzung der numerischen Schwierigkeiten
reicht es daher aus, das Verhalten der Imagindrteile von ¢ undn zZu un-
tersuchen.

Die Wellenzahlen hdngen vom Elastizitdts- und Schermodul, der Dichte,
vom Trdgheitsradius -der Quadratwurzel aus dem Verhdltnis des Fldchen-
trdgheitsmomentes zur Querschnittsfldche - und von der Kreisfrequenz
ab. Der Aspekt der Werkstoffabhidngigkeit dieser Probleme soll im fol-
genden anhand der gemessenen Werte eines Aluminium- und eines Kupfer-
werkstoffes aufgezeigt werden. Aluminium zeichnet sich im Gegensatz zu
Kupfer durch geringe innere Verluste aus. Die Verlustfaktoren fir den
Aluminiumwerkstoff sind fir den E-Modul um den Faktor 4 und fir den
G-Modul um den Faktor 15 kleiner als die des Kupferwerkstoffes.

Ohne Beriicksichtigung der Verluste sind die Imagindrteile beider Biege-
wellenzahlen gleich. Fiir diesen Fall zeigt Abb. 1 die Abhdngigkeit ihres
Imagindrteils von der Frequenz fir verschiedene Trdgheitsradien. Ober-
halb einer von Werkstoffdaten und Tridgheitsradius abhdngigen Grenz-
frequenz bleiben die Imagindrteile null. Die Abhdngigkeit dieser Grenz-
frequenz vom Trdgheitsradius zeigt Abb. 2.

Bei Beriicksichtigung der Verluste teilen sich. wie Abb. 3 flr Aluminium
und Kupfer zeigt. die Aste fiir ¢ und nim Bereich der 6renzfrequenz. Die
Betrige wachsen fir groBe Frequenzen proportional zur Frequenz. Das
komplexe Verh3ltnis von Schermodul zu Elastizitdtsmodul bestimmt. ob
der Imagindrteil vone oder der vonn im ganzen Frequenzbereich und fir
alle Trégheitsradien iiberwiegt.

Im vergleich der Ergebnisse fiir beide Werkstoffe wird deutlich, daB der
EinfluB der Verluste fiir die numerischen Probleme unterhalb der Grenz-
frequenz keine Rolle spielt. Oberhalb der Grenzfrequenz fihren die Ver-
luste auch bei sehr groBen Trdgheitsradien zu groBen Imagindrteilen in
den Wellenzahlen.
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Bei Berechnungen fiir Anwendungen in der akustischen Energietechnik ist
es wegen der oben dargestellten numerischen Probleme erforderlich, die
Genauigkeit aller Zahlenwerte unter Kontrolle zu halten; in vielen Fiallen
reicht die Rechenbreite Gblicher Rechner aus.

Da die integrierte Biegematrix von komplexwertigen hdheren mathemati-
schen Funktionen abhingt, die in Rechnern iblicherweise nicht mit der
erforderlichen Genauigkeit implementiert sind, muB in der Praxis auf die
numerische Produktintegration der differentiellen Matrix zuriickgegrif-
fen werden, bei der lediglich Multiplikationen und Additionen mit kon-
trollierter Genauigkeit gefordert werden.
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