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1. Einleitung 

In /l/ wird eine standardisierba're Charakterisierung aller Komponenten 
akustischer Energiesysteme auf der Grundlage linearer Ubertragungsna- 
triten zwischen den beteiligten konjugierten elektrischen bzw. akusti- 
schen Großenpaaren vorgeschlagen. Um Biegewellenleiter in diese 
Betrachtungen einschließen zu kennen, muß auch filr diese Komponente die 
Beschreibung durch Übertragungsmatrizen eingeführt werden. In der Lf- 
teratur wird diese Uethode wegen der zu erwartenden numerischen 
Schwierigkeiten nur ir Ansatz behandelt. 

2. Differentielle Matrix 
Die Biegewelle lB6t sich als Uberlagerung einer Drehwelle init einer 
Scherwelle beschreiben. die miteinander geometrisch gekoppelt sind. Des- 
halb wird die Schallübertragung eines Biegewellenleiters durch die konju- 
gierten akustischen Grobenpaare (Quer-) Kraft und (Quer-) Schnelle. 
bzw. Biegemoment und Drehgeschwindigkeit beschrieben. Die Obertragungs- 
matrix ist eine Matrix des Ranges vier mit komplexwertigen Elementen. 
Für den nicht gekrilmten Biegewellenleiter mit homogenem Querschnitt 
gilt die in GI. 1 vorgestellte differentielle Kettenmatrix /2/. 
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Bei dieser Darstellung wird ein rechtshllndiges Koordinatensystem zu- 
grunde gelegt. dessen Ursprung in der Mitte der Querschnittsflache ' 
liegt; die Yelle breitet sich in x-Richtung aus. In 61. 1 bezeichnet K die 
Kraft und V die Schnelle in y-Richtung, M das Drehmoment und P die 
Winkelgeschwindigkeit um die y-Achse, 1 das Flllchentragheitsmoaent der 
Querschnittsflache F um die y-Achse, Pdie Dichte, E den Elastizitätsro- 
dul, 6 den Schermodul undr die Kreisfrequenz. 

3. Finite Matrix 
Zur Vorbereitung der Produktintegration der differentiellen Matrix un- 
ter allgemeinen Randbedingungen ist -es hilfreich, neben den Uellenzahlen 
für die Drehwelle kE =wW und für die Scherwelle kG =uW die 
aus der Eigenwertgleichung der Matrix folgenden Wellenzahlen der Biege- 
welle E und Q einzuführen. 
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Das Ergebnis der Produktintegration der differentiellen Kettenmatrix 
für den homogenen Biegewellenleiter mit konstantem Querschnitt ist in 
Gl. 4 dargestellt. Da die inneren Verluste durch komplexe elastische Kon- 
stanten ausgedrückt werden, gilt 61. 4 f[ir den allgereinen. verlustbe- 
hafteten Biegewellenleiter. 

4. Numerische Eiqenschaften 

Die numerischen Eigenschaften der Ubertragungsmatrix werden vor allem 
dadurch geprägt. da6 die Wellenzahlen c und p komplexwertig sind; dies 
gilt eingeschränkt auch für den verlustlosen Wellenleiter. Die auftre- 
tenden Winkelfunktionen enthalten hyperbolische Anteile. die zu erhebli- 
chen numerischen Schwierigkeiten führen, weil bei der Berechnung der 
Matrixelemente Differenzen großer Zahlen auftreten. 

Die Ursache für das Auftreten großer Zahlen sind die IiaginBrteile der 
Wellenzahlen Q und n. die in allen Summanden der Hatrixelenente zu einem 
exponentiellen Anwachsen der Betrage mit zunehmender Lange des Biege- 
Wellenleiters führen. Zur Abschatzung der numerischen Schwierigkeiten 
reicht es daher aus, das Verhalten der Imaginarteile von e undn zu un- 
tersuchen. 

Die Wellenzahlen bangen vom Elastizitats- und Schermodul. der Dichte, 
vom Tragheitsradius -der Quadratwurzel aus dem Verhaltnis des Flachen- 
tragheitsmomentes zur QuerschnittsflBche - und von der Kreisfrequenz 
ab. Der Aspekt der Uerkstoffabhangigkeit dieser Probleme soll im fol- 
gendenanhand der gemessenen Uerte eines Aluminiun- und eines Kupfer- 
werkstoffes aufgezeigt werden. Aluminium zeichnet sich im Gegensatz zu 
Kupfer durch geringe innere Verluste aus. Die Verlustfaktoren für den 
Aluminiumwerkstoff sind filr den E-Modul um den Faktor 4 und fDr den 
G-Modul um den Faktor 15 kleiner als die des Kupferwerkstoffes. 

Ohne Berücksichtigung der Verluste sind die Iaaginarteile beider Biege- 
wellenzahlen gleich. Für diesen Fall zeigt Abb. 1 die Abhangigkeit ihres 
Inaginarteils von der Frequenz fDr verschiedene Trlgheitsradien. Ober- 
halb einer von Werkstoffdaten und Trilgheitsradius abh2lngigen Grenz- 
frequenz bleiben die Imaginarteile null. Die Abhangigkeit dieser Grenz- 
frequenz vom Tragheitsradius zeigt Abb. 2. 

Bei Berücksichtigung der Verluste teilen sich. wie Abb. 3 fDr Aluminium 
und Kupfer zeigt. die Aste fürs und oim Bereich der Grenzfrequenz. Die 
Betrage wachsen für große Frequenzen proportional zur Frequenz. Das 
komplexe Verhaltnis von Schermodul zu Elastizitätsmodul bestimmti ob 
der Imaginärteil von= oder der vono im ganzen Frequenzbereich und für 
alle Trägheitsradien überwiegt. 

Im Vergleich der Ergebnisse für beide Werkstoffe wird deutlich, daß der 
Einflul3 der Verluste für die numerischen Probleme unterhalb der Grenz- 
frequenz keine Rolle spielt. Oberhalb der $renzfrequenz fDhren die Ver- 
luste auch bei sehr großen Tragheitsradien zu gro0en Imaginärteilen in 
den Uellenzahlen. 
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Abb. 2 Grenzfrequenz 
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Abb. 3 Inaginarteile mit Verlusten. links Aluminium, rechts Kupfer 

Bei Berechnungen für Anwendungen in der akustischen Energietechnik ist 
es wegen der oben dargestellten numerischen Probleme erforderlich, die 
Genauigkeit aller Zahlenwerte unter Kontrolle zu halten; in vielen Fallen 
reicht die Rechenbreite üblicher Rechner aus. 

Da die integrierte Biegeratrix von koaplexwertigen hoheren matherati- 
sehen Funktionen abhangt, die in Rechnern üblicherweise nicht mit der 
erforderlichen Genauigkeit implenentiert sind. muß in der Praxis auf die 
numerische Produktintegration der differentiellen Matrix rurückgegrif- 
fen werden, bei der lediglich Multiplikationen und Additionen mit kon- 
trollierter Genauigkeit gefordert werden. 
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