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BIEGEWELLENSPEKTRUM EINES FREISCHWINGENDEN BALKENS
K.-W. Hirsch, J. Herbertz
Ultraschalltechnik, Universitat -GH- Duisburg

Zur Systematik der Modelle

Zur Beschreibung von Biegewellen auf Balken werden in der Literatur ver-
schiedene Modelle vorgeschlagen. Dabei gelten in der Regel
THIMOSHENKO'sche Modelle als die zutreffendsten eindimensionalen Balken-
modelle. Die vier gekoppelten linearen Differentialgleichungen in diesen
Modellen zwischen den FeldgréBen der Biegung, Querkraft, Drehgeschwin-
digkeit, Drehmoment und Querschnelle lauten unter Benutzung der Vorzei-
chenkonvention nach /1/:
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K Querkraft V Querschnelle

M Drehmoment ) Drehgeschwindigkeit

F Querschnittsflache I Flachentragheitsmoment

E Elastizitatsmodul G Schubmodul

P Dichte Tk TIMOSHENKO-Koeffizent.

Neben den auf den Namen TIMOSHENKO bezogenen Modellen werden auch die
auf den Namen BERNOULLT bezogenen Modelle betrachtet, fir die Tg=1
gilt. Die Bezeichnung als BERNOULLI-Modelle setzt voraus, daB E der
YOUNG'sche Modul und G der Schubmodul ist, wdhrend die Verwendung ef-
fektiver Module durch die Bezeichnung BERNOULLI'sche Modelle ausge-
drickt wird. Entsprechendes soll fir den Unterschied zwischen
TIMOSHENKO- und TIMOSHENKO'schen Modellen gelten. Wenn in der Familie
der BERNOULLI'schen Modelle die Drehtrédgheit und/oder die Schubelastizi-
tdt nicht vernachldssigt ist, wird dies durch die Adjektive drehtrdge
bzw. schubelastistisch in der Modellbezeichnung angezeigt.

Problemstellung

Nur schubelastische Modelle sagen zwei unterschiedliche Biegewel-
lengeschwindigkeiten voraus. Bei Vernachldssigung der inneren Ddmpfung
sind beide Geschwindigkeiten reell, wenn die reziproke Wellenzahl der
Scherwelle groBer ist als der Tragheitsradius des Querschnittes, sonst
ist eine der beiden Geschwindigkeiten reell, die andere imaginar.

Die folgende Diskussion wird zeigen, daB eindimensionale, schubelastische
Modelle in der Lage sind, auch dann Biegewellen auf Balken richtig zu
beschreiben, wenn beide Geschwindigkeiten reell sind.

Vergleich der Modelle anhand von MeBergebnissen

Zur Beurteilung der Pradiktionskraft der Modelle wurde das Biegewellen-
spektrum eines freischwingenden quaderférmigen Balkens und die zugeho-
rigen Schwingungsformen bis zu einer Frequenzgrenze von 50 kHz aufge-
nommen. Die Resonanzfrequenzen wurden mit einer relativen Genauigkeit
von 0,001% bestimmt.

Der Balken hat eine Ldnge von 353 mm und Querabmessungen von 19,5 mm
und 39,5 mm. Um einen sachgerechten Vergleich zwischen den Modellvor-
aussagen und den MeBwerten zu erhalten, wurden die Form- und Werkstoff-
parameter dieses Balkens mit einer relativen Genauigkeit von 0,001% be-
stimmt. Auf dieser Grundlage war eine rechnerische Auswertung der Mo-
delle mit einer akkumulierten relativen Genauigkeit von 0,01% moéglich.
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Auf dem Balken kénnen sich in Ldangsrichtung in zwei verschiedenen
Schwingungsebenen Biegewellen ausbreiten. Im folgenden werden die Wel-
len, fiir die die groBere Querabmessung die Profilhohe darstellt, als
(h)-Biegewellen bezeichnet. Entsprechend werden die dazu senkrecht
schwingenden Wellen als (h)-Biegewellen bezeichnet. Im untersuchten Fre-
quenzbereich sind fiir das (b)-Biegewellenspektrum die reziproken Wellen-
zahlen stets groBer als der Trdgheitsradius: die zweite Biegewellenge-
schwindigkeit ist stets imaginar. Fiir (h)-Biegewellen wird bei einer kri-
tischen Frequenz von 42,637 kHz (nach dem schubelastischen BERNOULLI-
Modell) die reziproke Wellenzahl der Scherwelle erreicht, die dem Trag-
heitsradius entspricht. Oberhalb dieser Frequenz sind demnach zwei unab-
hdngig ausbreitungsfdhige Biegewellen zu erwarten. Abb. 1 zeigt Ver-
gleiche fiir das (b)- und das (h)-Biegewellenspektrum mit Vorhersagen
aus verschiedenen BERNOULLI-Modellen. Der Vergleich ergibt erwartungs-
gemdB, daB mit zunehmender Ordnung der Schwingungen die Modelle ohne
Drehtrigheit und Schubelastizitdt progressiv von den MeBwerten abwei-
chen. Die qualitative Ubereinstimmung des (h)-Biegewellenspektrums mit
den Voraussagen des
drehtragen, schub-
elastischen BERNQULLI-
17} % BERNZULLI-Modell Modells oberhalb der
ss| ¢ orentrages BEANOULLI-Madell kritischen Frequenz be-
- stdtigt die physika-
lische Existenz zweier
;mabha'ngiger Biegewel-
en.

Eine weitere Bestdti-
gung fir die Beteili-
gung von zwei unab-
hdngigen Biegewellen
bei der Ausbildung der
(b) -B1egewe]len-Spektrum Biegeresonanzen lie-
fert der Vergleich zwi-
° 10 20 0 4 iz S0 schen den theoretisch
vorausgesagten und den
experimentell bestimm-
ten Schwingungsformen.
In Abb. 2 werden den Re-
. chenwerten fiir die
« o Querschnelle und fir
43| © drentrages. schubelastisches a o die Drehgeschwindigkeit
BERNGULL I-Model] e die MeBwerte der
- Normal- und der Tangen-

" Mebmerte tialschnelle auf der
Mantelfldche des Bal-
kens gegeniberge-
stellt. Die Ubereinstim-
mung zwischen Modell-
aussagen und MeBwerten
1 (h) -Biegewe ] len-Spektrum belegt die Zuverliassig-
h 10 >0 30 20 iz so keit des eindimensiona-
len, drehtragen, schub-

Resonanzfrequenz elastischen BERNOULLI-

Modells auch fiir Biege-
wellen in einem Bereich,
in dem die reziproke

. Wellenzahl der Scher -
Abb. 1 MeBwerte und Voraussagen aus verschie- welle, kleiner ist als

denen BERNOULLI-Modellen fir das (b)- der Tragheitsradius
bzw. (h)-Biegewellenspektrum des Querschnitts.
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BERNOULL 1-Model]

® MeBwerte

Ordnung der Schwingung

47} x BERNOULLI-Modell

15} + drentriges BEANOULLI-Modell

Ordnung der Schwingung
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Abb. 2 Gegeniiberstellung der gemessenen rel. Normal- bzw. rel. Tangen-
tialschnelle und der rel. Querschnelle bzw. rel. Drehgeschwin-
digkeit nach dem drehtragen, schubelastischen BERNOULLT-Modell
fir zwei Schwingungen des (h)-Biegewellenspektrums

Zur Beurteilung der THIMOSHENKO-Modelle sind in Abb. 3 die Relationen
zwischen den Voraussagen des oben diskutierten, drehtrdgen, schubela-
stischen BERNOULLI-Modells und den experimentellen MeBwerten bzw. den
Voraussagen des TIMOSHENKO-Modells fiir verschiedene Werte von Ty darge-
stellt. In der Literatur iber den TIMOSHENKO-Koeffizienten wird in der
iberwiegenden Mehrzahl der Fédlle eine Abhdngigkeit des Ty nur von der
Querkontraktionszahl und von der Form des Balkenquerschnitts hergelei-
tet. Fir das (b)- und das (h)}-Spektrum sollte deshalb unabhidngig von der
Frequenz der gleiche Ty gelten. Aus der Lage der MeBwerte 1dBt sich
unschwer erkennen, daB der Ty fiur jedes Spektrum in unterschiedlicher
Weise von der Ordnung der Schwingung abhangt und Werte zwischen 0,5
und 0,9 annehmen miBte. Dieses MiBverhdltnis ist auch nicht durch eine
andere Wahl der Form- und Werkstoffparameter zu beseitigen.

Das Versagen des TIMOSHENKO-Modells filhrt zu der Uberlegung, ob die
Vorstellung der Verwdlbung der Querschnittsflachen bei dynamischer Bie-
gung zutrifft. Ein MaB fir die Verwdlbung sind die in Abb. 4 dargestell-
ten MeBwerte der Normalschnelle auf der Stirnflache des freischwingen-
den Balkens. Es ist zu erkennen, daB die tatsdchliche Verwdlbung der
Stirnfliache nicht monoton mit kleiner werdenden reziproken Wellenzahlen
zunimmt, sondern selbst bei dicht benachbarten Resonanzen (42,542 kHz
und 42,915 kHz) unterschiedlich ausgeprdgt sein kann.
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3 MeBwerte und
Voraussagen aus dem
TIMOSHENKO-Modell fir
verschiedene Werte von
Tx fir das (b)- bzw.
(h)-Biegewellenspek-
trum im Verhdltnis zu
den VYoraussagen des
drehtrdgen, schubela-
stischen BERNOULLI-Mo-
dells

Abb.

Abb. 4 Gemessene rel.
Normalschnelle auf ei-
ner Stirnseite des Bal-
kens bei Schwingungen
des (h)-Biegewellen-
spektrums
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