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UBERTRAGUNG VON BIEGEWELLEN AUF INHOMOGENEN SCHUBELASTISCHEN BALKEN
K.-W. Hirsch, J. Herbertz
Ultraschalltechnik, Universitdt -GH- Duisburg

Einleitung und Problemstellung

Das Problem der Ubertragung von Biegewellen auf inhomogenen Biegewel-
lenleitungen soll im folgenden auf die Berechnung der iUbertragung zwi-
schen zwei differentiellen, homogenen Leitungsstiicken zuriickgefiihrt
werden. Es wird ein Kalkiil auf der Grundlage der Kettenmatrixmethode
fiir Biegewellenleiter /1/ vorgestellt, das besonders im Hinblick auf die
numerische Auswertung geeignet ist, Biegewellenleiter zu berechnen.

Eigenwerte und Eigenvektoren der Kettenmatrix

Nach /1,2/ wird der Biegewellenleiter nach dem drehtrigen, schubelasti-
schen BERNOULLI'sche Modell durch Gl. 1 fiir die KlemmengréBen beschrie-

ben. (mit  k = ufe/B 7=Fie6 == ofolE C=1/eE )
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FaBt man die in Gl. 1 enthaltenen KlemmengréBenquadrupel als Vektoren
auf, so spannen diese einen vierdimensionalen Zustandsraum fiir Biegewel-
len auf: jeder Punkt dieses Raumes ist eine eindeutige Darstellung eines
moéglichen MeBergebnisses des Zustandes der Leitung. Fiir die Berechnung
von Leitungsphdnomenen bietet sich an, das Eigenvektorsystem der in
Gl. 1 auftretenden Kettenmatrix D als Bezugssystem fiir die Zustands-
vektoren zu benutzen. =

Da diese Eigenvektoren weder orthogonal noch normiert sind, ist es er-
forderlich, das kontragrediente Bezugssystem vollstidndig zu bestimmen.
(Siehe z.B. /3/ zur Darstellung von Vektoren in allgemeinen schiefwinkli-
gen Bezugssystemen.) Im Sinne der (ibersichtlichkeit ist es vorteilhaft,
die Vektoren in diesem Raum in der sogenannten bra-ket-Schreibweise zu
notieren. Im folgenden bedeutet |b> einen (ket-) Vektor im kogredienten
Basissystem, gbl einen (bra-) vekfor im kontragredienten Basissystem.
by by ist das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren.

Mit dieser Schreibweise kann Gl. 1 wie folgt formuliert werden:
Ib(x+dxD= D |b(x> (2)

Das Eigenvektorsystem ICNP der Matrix D wird hier als kogrediente Basis
eingefithrt. Es ist bestimmt GI. 3. =

D feiy = Ai|c) (3)

Die Eigenwerte j hdngen mit den beiden Wellenzahlen € und 7 der Biege-
wellen dber Gl. 4 zusammen.

Ay = 1- edx A2 = 1+ €dx A3 = 1- pdx Ag = 1+ ndx (4)

Beide Wellenzahlen sind reell, wenn die reziproke Wellenzahl der Scher-
welle k kleiner ist als der Trédgheitsradius des Balkenquerschnitts,
sonst ist € reell und 9 imagindr. Die vier Eigenvektoren beschreiben die
vier unabhdngig ausbreitungsfihigen Biegewellen. Die Eigenvektoren 1
und 2 bzw. 3 und 4 sind hin- und ricklaufende Wellen des gleichen Typs,
der im folgenden e-Wellentyp bzw. n-Wellentyp genannt wird.
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Das reziproke, kontragrediente Basissystem | ci> erhdlt man aus der Or-
thogonalitatsbedingung GI. 5.

<Cilc_i> = &j (5)
Eine explizite Formulierung des Eigenvektorsystems ist in /4/ angege-
ben.

Gl. 5 bestimmt das kontragrediente Bezugssystem bis auf eine willkir-
liche Konstante fiir jeden Eigenvektor. Man kann beispielsweise die Kon-
stanten so festlegen, daB die Kraftkomponenten der kogredienten Basis
gerade 1 werden. Dann fihrt die Darstellung eines Zustandsvektors |b
in Gl. 6 in bezug zur kogredienten Basis zu Amplituden gbj, die in Kraft-
einheiten gemessen werden.

49
> = L gald ed - E xvifeed (6

Das sich ergebende Bezugssystem wird als "kraftbezogen" bezeichnet und
durch den Index unten links angezeigt.

Eine Festlegung der Konstanten durch Funktionale der KlemmengroéBen ist
ebenfalls méglich. Wahlt man die Konstanten so, daB der EnergieeinfluB
Ny fiir jeden kogredienten Basisvektor gerade die Leistungseinheit ist,
wird das Bezugssystem "leistungsbezogen" genannt.
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Wiederholt man die Multiplikation von Gl. 7 sequentiell mit allen Vekto-
ren c¢j , so erhdlt man einen Satz von Gleichungen, der in der folgenden
Matrizengleichung zusammengefaBt wird, die die Amplituden£b im Lei-
tungsstiick g mit den Amplituden “('g im Leitungsstiick » verkniipft.

f(‘£= l“'zg "('9 mit “%Gij = <€Ci|ll<’ci> (9)

BV 6 verkoppelt die in g hin- und riicklaufenden Wellen des €- und des
7-Typs mit den jeweiligen hin- und riicklaufenden Wellen in ». Betrachtet
man eine in hinlaufende e-Welle als einlaufende Welle, wird nach
MaBgabe von KYG in die riicklaufende €- und 7-Welle in u reflektiert und
in die in y hinlaufende €- und 7w-Wellen transmittiert.

Fir den Fall einer einlau- 3
fenden €-Welle sind M
daher 2 Reflexions- und 2 2 >
Transmissionskoeffizien- g [
ten zu bestimmen. Einen 1 —

entsprechenden Satz von - >.<—KR_’_“
Koeffizienten erhidlt man . o —ﬁ:ﬁ?* < =
/
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Re (,T)

fiir eine einlaufende
7 -Welle. In Abb. 1 sind
die 4 Reflexionskoeffi-
zienten R und die 4 Trans- -2
missionskoeffizienten T
zusammengefaBt. Der
erste Index rechts kenn- 3
zeichnet den einlaufenden
Wellentyp, der zweite
Index rechts den zweiten
beteiligten Wellentyp.
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Beispiele

In den folgenden Beispie- ! // SN
len zum Grenzfldchenver- \

halten von Biegewellen Ny o | A
dient als Bezugswellenlei- %7 7 7
ter ein Balkenstick mit - y /

einer Profilhdhe von /
ho=39,5 mm und den in /2/ . 05 r;

beschriebenen Eigenschaf- a ,'\ 7&
ten, der an einen Wel- / N
lenleiter mit anderer Pro- 0.25 ~ ~
filnohe angeschlossen AT N Wl
ist. Die einfallende Welle prod "
kommt stets aus dem ° D
Bezugswe]len]eiter_ Bei 005 0.1 025 05 1 05 0.25 0.1 0.05
der Betriebsfrequenz h/h ho/n

20 kHz ist nur die . o C - .
Anregung einer e-Welle Abb. 2 Reflexion und Transmission fir die

als einlaufende Welle Querkraft und fur die Wirkleistung an
moglich, weil fir den der Koppelstelle zweier Biegewellen-
Bezugswellenleiter bei leiter in Abhdngigkeit vom Verhdltnis

20 kHz die Wellenzahl 9 ihrer Hohen (20 kHz)
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imagindr, der N-Typ
daher keine Leistung iiber-
tragen kann.

Abb. 2 zeigt die Real-

bzw. Imaginirteile der L A T~

Reflexions- und Transmis- “"\"’ Vi “\
sionskoeffizienten fir 0.75 v AN

die Querkraft und den A “\
EnergiefluB. Das Grenzfld- = \,’ S ,,'R“
chenverhalten dndert .05 ,.( N //
sich sprunghaft, sobald > /I N

im angeschlossenen Wel- A hN
lenleiter eine Profilhéhe 0.25 7 =T ~
erreicht wird, von der ab e 7

in diesem Wellenleiter o E=Z % 4f KT en
auch 7-Wellen zum Ener- 1

giefluB beitragen kénnen [ 1o A

(h/hg=0,469). N Mk

Fir die gleiche Grenz- . 0.7 N v I —
fliche ist in Abb. 3 fir 2 \ \ (RS
eine einlaufende e-Welle . 05 Ll

und in Abb. 4 fir eine <, 1
einlaufende 7-Welle der = " _
EnergiefluB bei einer Be- 0.2 PRI A\ AY ==
triebsfrequenz von \ L/‘(

60 kHz dargestellt. Beson- o A b e
ders interessant ist in 0.05 0.1 025 05 1 05 025 0.1 005
Abp- 3 die nahezu voll- h/ho ho/h
stdndige Reflexion der

N-Welle in die ricklau-
fende e€-Welle und in

Abb. 4 der auftretende ab- Abb. 3 Reflexion und Transmission fir die

rupte (Ubergang von Lei-
stungsreflexion zu Lei-
stungstransmission.
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